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SUNTO. - Dato uno spazio "ettoriale v n ed una matrice quadrata nou dege­
nere di ordine 1'/.1 si dimostra che, sotto ce.rte condizi()ni, (n -1) autovettori della 
matrice, proiettati su un iperpiano coordinato, sono autovettori della matrice che 

si ottiene con una opportuna operazione che può essere considerata COllie una 
proiezione, e corrispondono agli stessi autovalori della matrice di partenza. 

1, - Ne,Ila pr_nl€ Nota si dimostra un teorema riguardante gli 
autovalori e gli autovettori di certe matrici quadrate ad elementi reali, 
soddisfacenti a certe ipotesi, Queste ultime possono e""'re considerate 
abbastanza restrittive; tuttavia si dà il caso che certi problemi ana­
loghi a quelli qui considerati si presentino in questioni di statistica, 
e che l'utilizzazione dei risultati che qui esponiamo si traduca in un 
certo risparmio di calcoli concreti l'), 

La matrice quadrata di ordine n che consideriamo soddisfa alla 
ipotesi che le somme degli e,lementi di ogni colonna sono uguali tra 
loro. Pertanto uno degli autovettori della matrice è il vettore unitario; 
gli altri sono supposti corrispondenti a certi autovalori tutti reali e 
diversi tra loro e dali 'autovalore che dà l'autovettore unitario. 

Si cousidffi"aILO poi i vettori proiezioni degli autovettori su un 
iperpiano eoordinato, e si definisce una certa ope,razione di 'proiezione' 
anche per la matrice quadrata; si ottiene che i vettori proiezioni sono 
ancora autovettori della matrice proie'zione. 

(1) Per es. i risultati qui esposti sono stati utilizzati da F. Oarlevaro e 
J. J. Snella nella comunicazione presenta-ta al "Winter Meeting oi the Econo­
metric Society!! del gennaio 1976, dal titolo: Efficient estimation of a complete 
sj"stem of demand functions in the presence of autocorrelati(}D. 
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2. - Sia Vn uno spazio vettoriale reale ad n dimensioni. Indi­

chiamo con N l'insieme dei primi numeri naturali, ponendo cioè 

N= {1.2 •... ,n}. 

I vettori di Vn saranno concepiti ('.ome •colonne' di n elementi. 

Indicato con j un elemento di N, sia 

E (j) = [e.t (j)] 

la matrice quadrata di ordine n definita da 

(I) i. k, j E N ('). 

Indichiam<> p<>i con YU) lo spazio dei vettori di yn aventi nulla 

la componente, di indice j: 

v (j) = {x I x E V·, Xj = O} .i E N; 

preso un qualunque vetto,re x E Vn, il vettore x*(j) definito da 

(2) x· (j) = E (J) x 

appartiene allo spazio V(j), ed è precisamente la proiezione ortogl). 

naIe di x su VU}. Si ha chiaramente 

E (J) • E (j) = E (j) . 

Sia ora M una matrice quadrata di ordine n; dalle definizioni 
poste si ha che la matrice E U) M si ottiene, dalla matrice data M 

sostituendo con degli zeri ogni elemellt.o della riga di indice j. 

Sia ora� 

F (j) = [Jik Ci)]� 

la matrice quadrata di ordine n definita da 

(3) 

(2) Abbiamo indicato con (i, k E N) lo note funzioni di Kronoeker, defi­3ik 
nite su /Il X N dalle condizioni : i = k, Ojk = 1; i =:F 'k, ai);;: = o• 
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indicati con m1k gli elementi della matrice M, si ha quindi che l'ele­

mento di posto corrispondente della matrice M . F (i) è dato da 

1nik - '1Uij. 

"'e consegue che la matrice M . F (i) si può ottenere dalla ma· 
trice M con le seguenti operazioni: ad ogni colonna della matrice M 
si sostituisce la colonna che si ottiene sottraendo dalla colonna data 
quella di indice j. Ne segue che la colonna di indice j della matrice 
ottenuta avrà tutti i suoi elementi nulli. 

Da quanto precede si trae immediatamente il modo di costruire, 

partendo da lilla matrice M quadrata di ordine n, la matrice 

(4) M* (j) ~ E (j) . M . F (j) . 

Osserva,zione. - Quando si considerino le matrici quadrate di or­
dine n come gli elementi di uno spazio vettoriale di dimensione n2 

secondo il proced.imento ben noto, si verifica facilmente che la Opè­

razione definita dalla (4), che associa ad una matrice M la matrice 
M*(j) è Wla proiezione in tale spazio; si ha infatti: 

E (j) . M* (j) . F (j) = M* (j) . 

3. - Sia ora u il vettore di Vn avente tutte le sue componenti 
uguali ad l. Indichiamo la operazione di trasposizione per le matrici 
ed i vettori eon il simbolo «t» in basso a destra e supponiamo che 
per la matrice M quadrata di ordine n, valga la ipotesi espressa dalla 
seguente formula 

(5) UtM = eUt e E 1R. 

Indichiamo ora con N1 l'insieme dei prÌmi (n -1) numeri 
naturali: ponÌamo cioè 

N' = (l, 2, ... , n - 1) . 

Dalla (5) si trae che il numero reale e che compare in quella 
formula è un autovalore della matrice M. Siano 
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gli altri (n -1) autovalori della matrice st"""" e supponiamo chc 
tali autovalori siano reali, tutti diversi tra loro e ciascuno diversu 

da a. Si avranno quindi (I> -1) relazioni 

M Pa = Àa Pa GI: E}.." ; 

esS€udo Pa gli autovettori associati agli autovalori À... 

Dalle ipotesi poste si ha immediatamente che tali vettori sono 
tuttì linearmente indipendenti e che vale~ per ciascuno di essi, la re­

lazione 
Ut Pa = O IX E }l' . 

Indichiamo con P la matrice rettangolare di tipo (n, n-I) le 

cui colonne sono da.te dagli autovettori Pa . 

Da quanto precede si ha che vale la 

UtP = O; 

relazione che si traduce anche nelle seguenti 

~PI. O, " E N' . 

lE" 

E' chiaro che il rango della mat.rice P vale n-l; inoltre le 
colonne della matrice P costituiscono l,ma base per lo spazio vetto­
riale H dei vettori ortogonali ad U . 

Indichiamo ora con U la matrice quadrata di ordine n avente 
tutti gli elementi uguali ad 1. Si avrà quindi 

(6) Ut U = n Ut; U Pa = O, et E l{' . 

Dalla (5) e (6) si trae 

(7) UtM Ut U a/". 

Ne consegue che le colonne della matrice 

(8) M-Ua/" 

appartengono tutte all' iperpiano H; pertanto esisterà una matrice 
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rettangolare R di tip() (n-l, n), tale che sia 

(9)� M-Ueln = PRo 

Indicati con 

i, kE"h.... , (XElt" 

gli elementi delle matriei P ed R rispettivarlfente, gli elementi della 

matrice M - U e/n SQn() dati da 

i, k E N . 

Dalle (9) e dalle (5) si ha 

(10) PRpp = Àp Pp fJ E }l' ; 

relazioni che possono esS€re scritte in modo equivalente come segue 

oc,~	 r., Pkp = Àp o.P fJ E N' . 
kEN 

La� formula (9) fornisce una rappresentazi()ne della matrice M 

utile per i nostri scopi; infatti, osservando che si ha chiaramente; 

U F U) = O 

si ottiene 

M'(j) = EU)PRFU) 

Calooliamo ()ra le componenti del prodott() 

RF(j)p.U); 

si ottiene: 

~ (rpk - rpj) (pk. - Pj. Ol<j) oc, fJ E N' . 

'EH 
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In cl>nclusione si ha quindi facilmente 

(11) .la p'a (j) = M' (j) p'a (,i) "E N', j E N. 

Il ;';gnificato della (11) otrebbe essere espresso con par<>le dicendo 

che la matrice M* (j) (che è degenere e quindi ha un autovall>re uguale 
a zero) ammette come autovettori non nulli gli autovettori di M, di­
versi da u, proiettati su V (j)~ con gli stessi autovaiQrl An. 
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